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Zadani:

Nivelaéni sit’ v systému CSINS je tvotena 10 body, viz schematicky obrazek. Sit’ byla zaméfena geometrickou nivelaci ze
sttedu ve dvou nezavislych etapach.

V prvni etapé byl zaméfen pravy obrazec sestavajici se z bodu 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10. Tato ¢ast sit¢ byla samostatn¢

vyrovnana, pti¢emz vyska bodu 6 byla vahovana (tzv. constraint) na apriorni hodnoté H 2 se stiedni chybou 0,001 mm.

Z teseni této etapy je k dispozici kompletni kovariancni matice, aposteriorni jednotkova stfedni chyba, pocet stupiili
volnosti a vysledné hodnoty vyrovnanych vysek.

V druhé etapé byl opét metodou geometrické nivelace ze stiedu zaméien levy obrazec (body 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9), k dispozici
je 15 méfenych prevyseni, pfiblizné zemepisné soutfadnice a méfena tihova zrychleni v koncovych bodech oddill a
ptiblizné délky oddila.

Vyfteste nasledujici priklady:

Priklad 1.1 S vyuzitim metody nejmensich Ctvercli vypoctéte normalni (Molodénského) vysky bodli zamétenych v
druhé etapé. Vysku bodu 1 fixujte na dané hodnoté H, 10. Stiedni chyba méteného prevyseni je rovna m = moﬁ , kde my
je stredni kilometrova chyba nivelace m,= 1 mm.

Priklad 1.2 Obé¢ etapy spole¢n¢ vyrovnejte. Vyuzijte k tomu danych 0daji z prvni etapy a normalnich rovnic z etapy
druhé. Spolec¢né vyrovnani ma byt provedeno tak, aby byl fixovan pouze bod 1 z druhé etapy.




Ciselné zadani:

apriorni stfedni chyba jednotkova m,; = 0.001 m

Leva cast:

fixni vySka bodu 1 =230.12340 m

méfena prevyseni:

prevyseni délka
Z | na [m] [km ]
1 2 | -8.59970 1.256
2 6 | 70.70820 1.855
6 9 | -66.75710 0.882
9 8 | 30.15020 1.309
8 4 | 10.26830 0.931
4 1 | -35.77480 1.879
5 1 | -21.26150 1.372
5 2 | -29.85960 1.217
5 6 | 40.85010 1.297
5 9 | -25.90400 0.912
5 8 4.24420 1.230
5 4 | 14.51300 0.825
1 6 | 62.11410 1.017
6 8 | -36.60750 1.425
8 1 | -25.50800 1.060
body site:
bod | vyska[m] | o[rad] | g[ms?]
1 230.123 | 0.8726650 | 9.8100980
2 221.526 | 0.8725940 | 9.8104680
6 292.241 | 0.8725410 | 9.8107150
9 225.480 | 0.8729970 | 9.8102670
8 255.630 | 0.8729440 [ 9.8099980
4 265.900 | 0.8723840 | 9.8105390
5 251.386 | 0.8726380 [ 9.8106840




Prava cast:

vyrovnané vysky bodu:

bod [ vyska[m] | m[m]
2 |221.626544] -1.000000
3 269.015126| -1.000000
7 1259.338222| -1.000000
10 [ 245.174464 -1.000000
9 |225.579454| -1.000000
5 |251.485897| -1.000000
6 1292340900 0.001000

matice NV (t.j @, potadi viz vyrovnané vysky)

(71.9914250644
-0.6169031462
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
-0.7272727273
\-0-6472491909

bod 6 "fixovan/constrained" na vySce Hofix = 292.34090 m se stfedni chybou sigbfix = 0.001 m

-0.6169031462
1.9168638749
-0.5025125628
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
-0.7974481659

0.0000000000
-0.5025125628
2.4417709268
-0.7315288954
0.0000000000
0.0000000000
-1.2077294686

0.0000000000
0.0000000000
-0.7315288954
2.4365762746
-1.0548523207
0.0000000000
-0.6501950585

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
-1.0548523207
2.3672990348
-0.6501950585
-0.6622516556

aposteriorni stfedni chyba jednotkova my = 0.0005614 m

pocet stupiili volnosti = 6

Poznamka:

Rovnice oprav pro pseudometeni je ve tvaru v = Hovyr - H6fix a tedy k matici A4 je piipojen fadek s +1
na prislusném misteé

-0.7272727273
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
-0.6501950585
2.4848874979
-1.1074197121

-0.6472491909 "

-0.7974481659
-1.2077294686
-0.6501950585
-0.6622516556
-1.1074197121

6.0722932516 )

Hodnoty u kterych nejsou uvedeny jednotky, jsou v metrech a nebo jsou bezrozmérné




Teoretické ieSeni
1) Ortometricka (nadmoiska) vysSka
Je dana vztahem

H:_j gdh =—2— (1.01)

kde g, je integralni stfedni hodnota tihového zrychleni na tiznici
WyW je geopotencialni kota (zaporny rozdil tihového potencidlu W v bodé na povrchu Zemé a tihového
potencialu W na geoidu
O je bod o nulové nadmotské vysce (Wy = W)
H je bod o nadmotské vysce H

Z tohoto vyrazu plyne, Ze hladinova plocha tihového potencialu neni obecné plochou stejné nadmotské vysky.
Urcené ortometrické vysky je problematické, protoze hodnotu g, nelze zjistit pfimym méfenim a ani neni zndm prub¢h
rozloZeni hustoty mezi zemskym povrchem a geoidem, ze kterého by se hodnotu g,, dala vypocitat.

Ortometricka oprava prevyseni
Udava zménu ortometrické vysky v zavislosti na zméné geocentrické Sitky koncovych bodi nivelovaného useku.
Ptibliznou hodnotu ur¢ime ze vztahu
AB
C;” =-0.000'025'4-H - A (1.02)
—— ——

——
[mm] [m] ["]

kde  Hgje stfedni vyska koncovych bodl méteného prevyseni
Ag@ je rozdil zemépisnych §itek koncovych bodi mefeného prevyseni

Tihové anomalie
Smisena tihova anomalie je rozdil v velikosti vektoru tihového zrychleni g v bod¢ P; na geoidu a vektoru y v bod¢ P, na
elipsoidu. Urci se podle vztahu

Ag =g(P)— n(Py (1.03)

kde  g(P,) je tihové zrychleni na povrchu geoidu
1Py je normalni tthové zrychleni na povrchu hladinového elipsoidu

Rozdil ve smérech vyse uvedenych vektort je tiznicova odchylka «.

Podminka Stokesova feseni odlehlosti geoidu od elipsoidu je ta, aby poruchovy potencial 7" definovany na okrajové plose
byl harmonickou funkci (AT = 0). Tato podminka je splnéna v ptipadé neexistence hmotnosti vné¢ geoidu.

Protoze vSak hmotnosti vné geoidu existuji, musi byt pted aplikaci Stokesova integralu zajiSténo jejich pfesunuti do
vnitini oblasti geoidu nebo jejich odstranéni, coz je diivodem pro zavadéni riiznych tihovych redukcei.

Proces odstranéni vlivu vnéjsich hmotnosti se nazyva regularizace geoidu. Tato regularizace zpuisobuje zmény v prib&hu
geoidu, coz se nazyva nepiimy efekt regularizace. Takto zménény geoid se nazyva regularizovany geoid nebo kogeoid.
Vhodnost a uc€innost tithové redukce se proto posuzuje podle toho, jak velky neptfimy efekt vyvolava, jaky ma fyzikalni
vyznam, jednoduchost vypoctu a podobng.

Fayova redukce a tihovda anomalie

Soucasti kazdé tihové redukce je piemisténi bodu P z povrchu Zemé do bodu P; na geoidu. Bod P se poté nachazi v
prazdném prostoru nad geoidem a tato tihova redukce se proto nazyva tihova redukce na volném vzduch nebo Fayova
redukce. Ur¢i se podle vztahu

OF = —%H =+0.3086-10"H  [m-s7] (1.04)

Tihova anomalie Ag ve které nezavedeme zadné opravy z vlivu hmotnosti mezi zemskym povrchem a geoidem se nazyva
anomalie na volném vzduchu (Fayova anomalie) a je dana vztahem

AgF:g(P)+5F_7(B)):gF(R)_7(B)) (1.05)

4.



kde  grje hodnota Fayova tihového zrychleni

Redukeci je tedy vliv pienosu hodnoty normalniho tithového zrychleni z bodu P na povrchu Zemé do bodu P; na geoidu,
coz je velmi jednoduchy model ne kterém jsou hmotnosti vné geoidu ignorovany. Pfesto jde o nejcastéji vyuzivanou
redukci. Tato anomalie m& zanedbatelny neptfimy efekt, ale vyrazn€ zavisi na reliéfu povrchu Zemé. Odstranéni této
nevyhody se pfenasi na Bouguerova anomalie.

Bouguerova redukce a tihova anomalie

Tato redukce pridava vliv hmotnosti mezi zemskym povrchem a geoidem. Zvolime model valce o vySce H (nadmotska
vyska bodu P), poloméru a (limitn€ se blizi k nekonecnu) a s homogenni hustotou o (standardni hustota svrchni Zemskeé
kiry). Da se odvodit (viz. skripta Fyzikalni geodézie 10, str. 161), Ze tato hmotna deska piisobi na tihové zrychleni g v
bod¢ P na povrchu Zemé¢ silou 272G oH. Tento vliv odstranime tak, Ze tuto hodnotu odecteme od meéteného tihového
zrychleni, ¢imz dostdvdme Bouguerova redukci o3 kterd spolu s Fayovou redukci o tvoti tzv. iplnou Bouguerova redukci
&' danou vztahem

5t =5, -27GoH =5, -0.1119-10°H  [m-s7] (1.06)

Bouguerova anomalie je poté

Agy, =g(P)-y(B)+3, -5, (1.07)

Tyto anomalie maji dobré interpola¢ni vlastnosti, jsou velké svou hodnotou, ale hladké v pribéhu. Pro urceni tvaru
geoidu se pfili§ nehodi, protoze maji extrémné velky nepiimy efekt ktery az o fad piesahuje zvinéni samotného geoidu.

Oprava z tihovych anomalii
Ur¢ime ji ze vztahu

Cly )y =0.001'019'3- (g, = 1) Moy (1.08)
Tl Tl

kde  yje normalni tihové zrychleni dané Helmertovym vzorcem
vy =978030(1+0.005302 sin® @ —0.000007sin’ 2¢p)  [mGal] (1.09)

s predstavuje stfedni hodnotu, tedy aritmeticky primér hodnot g a ¥ sousednich bodt

Vypocet normalniho prevyseni

7 AB __ 71 AB AB AB
h =h,;+C +C,

(1.10)



2) Vyrovndni s pomoci pseudoméieni

Pseudométeni je mozné pfi vyrovndni vyuzit tehdy, je-li systém normalnich rovnic singularni (matice 4 obsahuje linearne
zavislé sloupce) a nahradit tak vyrovnani méfeni zprosttedkujicich s podminkami. Princip spoc¢iva v tom, ze se k systému
rovnic oprav pridaji dalsi fadky (matice B, viz vzorec (2.02)) tak, aby byla odstranéna zavislost sloupct (pfidaji se dalsi
pseudoméient), ¢imz vznikne novy systém rovnic oprav (ddle bude oznacen vinovkou ~)

v=A-x+I (2.01)
coz muzeme rozepsat jako
v A /
= X+ (2.02)
w B b
-~ (P 0
P= (2.03)
0 P
kde w= B-x+b je linearizovana rovnice oprav pro pseudoméieni (2.04)

P, je prislusna matice vah pseudoméieni (viz (2.07)).
Pseudomeéteni se obvykle pouziji tam, kde je tfeba fixovat vyslednou hodnotu nékteré neznamé na predem zndmé hodnote
> e sy Y » wr v e : ~ 5 7 7 r ¥ % FIX .
(napf. pii vyrovnani volné sit€). V naSem pfipadé jde o nivelacni sit’ ve které zname piesnou vysku A, jednoho bodu.

Pseudoméfeni mé poté tvar H, = H™ (2.05)
takze
Hl
w=(0 - 1 - 0)| H |-H™ (2.006)
. —
B b
Hn
—_—
m2
PB =p, :—02 (2.07)
m

coz znamend, ze (v tomto piipad€) jednotadkova matice B obsahuje prvek +1 ve sloupci odpovidajicimu fixovanému
bodu a jednoprvkovy vektor b obsahuje vysku tohoto bodu. Vyrovnani poté mtizeme provést jako

N=4"-P-4 (2.08)

O=N" (2.09)
Vyrovnané hodnoty nezndmych (v ptfipadé vyskové sit€¢ jsou vztahy linearni (matice A obsahuje prvky 0, -/ a +/ a
vektor [ piimo hodnoty normalnich pievySeni (plus vySku fixovaného bodu na pfislusném misté)) a diky aplikaci
pseudomeéieni ziskame piimo vyrovnané hodnoty neznamych (vektor x), ne pouze jejich ptirtstky)

x=0-A"-P-] (2.10)

se sttednimi chybami

m, =iy N,;' =m0, (2.11)



Vektor oprav zprosttedkujicich
v=A-x-1 (2.12)

se sttednimi chybami

m, =iy A-Q,- A" (2.13)

(2.14)

kde  nje pocet zprostiedkujicich (méfeni)
k je pocet neznamych (urcovanych bodt)



3) sekvencni vyrovndni se zménou vektoru nezndmych

Sekvencni vyrovnani se pouzije tehdy, je-li mozné meéteni rozdelit na nékolik etap a tyto etapy samostatné vyrovnat.
Z kazdé etapy tak ziskdme matici normalnich rovnic /V; vektor vyrovnanych neznamych Xx;, aposteriorni stfedni chybu
jednotkovou my; a pocet stupni volnosti (nadbyte¢nych méfeni) s;. Pomoci téchto prvkti mizeme poté provést spolecné
vyrovnani vSech etap bez potfeby znalosti vektoru méteni ;.

Rovnice oprav mizeme v piipad¢ linearnich vztahti napsat jako

v=A-3+1 (3.01)

coz lze rozepsat jako

4, 4, A, X,
g = I,
- x|+ (3.02)
V2 4, f}_ll Ay X L
0 2
- (B 0
p= (3.03)
0 »

kde index ; a ; znaci prvky pfislusné etapy a index ;, prvky smisené.

Spole¢né vyrovnani obou etap mizeme provést jako

ATPI (3.04)

ATPA+A'PA, | APA, | AAPA,) (o o 0) (o 0 o
~mm | e oo ——— H-——=—===
A" P4 = A'PA L ABA Y0 =lo o 0|+|0 0 O|=N+N;=N (3.05)
N | T T T I T | A7 -
AL PA, 0 1 AR4, ) (0 0 0) (o 0 o
l.etapa 2.etapa
A'PL + A Pl m O
ATPl = _ANRL |=|o|+| 0] =b+b =b (3.06)
’ AL P, 0) \o
—— ——

l.etapa  2.etapa

kde index * zna¢i expanzi piisluiné matice nebo vektoru (Pii expanzi jsou fadky a sloupce piisluiné matice (nebo
vektoru) urcité etapy zpiehdzeny a doplnény nulovymi prvky tak, aby jejich kone¢ny rozmér a potadi odpovidal poctu a
pofadi neznamych ve vektoru X ktery obsahuje neznamé z obou etap).

Protoze plati vztahy (viz (3.04) az (3.06))
X = _]Vi_lbi =-0b, (3.07)

b=-Ng (3.0)

mizeme pomoci expandovanych matic /V; a b; provést spole¢né vyrovnani v§ech neznamych. Jejich stiedni chyb ur¢ime
podle vztahu (2.11).



Nasledné mizeme urcit celkovou aposteriorni stfedni chybu jednotkovou pro ob¢ etapy podle vztahu (3.09).

My, = v' Py = [IZTBIJ-F[XIT A’TBIJ - [mé,i S _xini}+|:xiT b’} (3.09)
. n—k s +8, 5, s +S8,+S,

kde  index i je ¢islo prislusné etapy
s; a s je pocet nadbyteénych métfeni (stupnti volnosti) v prvni a druhé etapé
512 je pocet spolecnych neznamych pro obé& etapy

4) odstranéni pseudomérent ze systému normdlnich rovnic
Pokud jsou v jednotlivych etapach meéfeni fixovany rizné neznamé, byva obvykle vhodné tento vliv pfed vlastnim
spole¢nym vyrovnanim odstranit. Protoze plati

Npx, +b,=(N,+B"P,B)x, +(b,+ B'Pb, ) =0 (4.01)
mizeme vyjadrit ,,odfixovanou” matici Ni a vektor 5, jako
N, =N,-B"P,B (4.02)

b =b —B'P,b, (4.03)

1 1

Sestaveni matic B a P je popsano ve vztazich (2.02) az (2.07).



Piehled vysledku

1) prevod mérenych prevySeni na normalni (Molodénského)

prevyieni | C° Cig) prevyseni [m ]

zZ | na [mm ] [mm ] méfené normalni
1 2 +0.08 -0.28 -8.59970 | -8.59989
2 6 +0.07 +5.23 70.70820 | 70.71350
6 9 -0.62 -4.23 -66.75710 | -66.76194
9 8 +0.07 +0.60 30.15020 | 30.15087
8 4 +0.77 +0.43 10.26830 | 10.26949
4 1 -0.37 -1.56 -35.77480 | -35.77672
5 1 -0.03 -1.02 -21.26150 | -21.26256
5 2 +0.05 -1.96 -29.85960 | -29.86151
5 6 +0.14 +3.66 40.85010 | 40.85390
5 9 -0.45 -1.43 -25.90400 | -25.90587
5 8 -0.41 +0.20 4.24420 4.24399

5 4 +0.34 +1.12 14.51300 | 14.51446
1 6 +0.17 +3.50 62.11410 | 62.11777
6 8 -0.58 -1.99 -36.60750 | -36.61007
8 1 +0.36 -0.33 -25.50800 | -25.50797

2) vyrovnani druhé etapy

pocet neznamych k= 6
pocet zprostiedkujicich (méfeni) n = 15

apriorni my., = 1.00 mm
aposteriorni my., = 0.89 mm

Vyrovnané vysky a jejich stiedni chyby

bod | vyska [m] | m;[mm]
1 | 230.12340 1.00
2 | 221.52481 1.26
4 | 265.90032 1.25
5 | 251.38609 1.18
6 | 292.24058 1.19
8 | 255.63067 1.19
9 | 225.47951 1.27

-10 -




Vyrovnana prevyseni a jejich stiedni chyby

prevyseni prevyseni [m ] vaha opravy apriorni | aposteriorni
z | na | normalni | vyrovnané i vy [mm ] Vo [mm] | mi[mm] | m;[mm]
1 2 -8.59989 | -8.59859 0.80 +1.302 +1.302 1.12 0.77
2 6 | 70.71350 | 70.71577 0.54 +2.271 +2.271 1.36 0.80
6 9 | -66.76194 | -66.76107 1.13 +0.875 +0.875 0.94 0.67
9 8 | 30.15087 | 30.15116 0.76 +0.294 +0.294 1.14 0.71
8 4 | 10.26949 | 10.26965 1.07 +0.154 +0.154 0.96 0.69
4 1 | -35.77672 | -35.77692 0.53 -0.198 -0.198 1.37 0.75
5 1 | -21.26256 | -21.26269 0.73 -0.131 -0.131 1.17 0.62
5 2 | -29.86151 | -29.86128 0.82 +0.229 +0.229 1.10 0.76
5 6 | 40.85390 | 40.85449 0.77 +0.597 +0.597 1.14 0.62
5 9 | -25.90587 | -25.90657 1.10 -0.700 -0.700 0.95 0.67
5 8 4.24399 4.24459 0.81 +0.598 +0.598 1.11 0.60
5 4 | 14.51446 | 14.51424 1.21 -0.224 -0.224 0.91 0.67
1 6 | 62.11777 | 62.11718 0.98 -0.586 -0.586 1.01 0.65
6 8 | -36.61007 | -36.60991 0.70 +0.166 +0.166 1.19 0.66
8 1 | -25.50797 | -25.50727 0.94 +0.701 +0.701 1.03 0.65

3) spolecné vyrovndni prvni a druhé etapy

Vysledné vyrovnané vysky a jejich stredni chyby

bod | vyska[m] | m;[mm]
1 | 230.12340 1.00
2 | 221.52541 1.20
3 | 268.91448 1.37
4 | 26590016 1.24
5 | 251.38584 1.16
6 | 292.24050 1.16
7 | 259.23780 1.34
8 | 255.63053 1.19
9 | 225.47928 1.22
10 | 245.07415 1.34

celkova aposteriorni stfedni chyba jednotkova my.; , = 0.69 mm

Zaveér:

Veskeré vypocty byly provedeny v programu Matlab.

Dvojim vypotem oprav pii samostatném vyrovnani druhé etapy byly ziskany stejné hodnoty, takze tyto vysledky
mizeme povazovat za spravné.

Exapolis, dne 12.10.2003
Zdengk Nejedly
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