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Zadani:

Priklad 2.1
Dopocti pomoci vét sférické trigonometrie zbyvajici prvky sférického trojuhelniku, znas-li:

1) (sss) délky vSech stran s, s,, a s3
$1=33673.974m s,=26690.500 m s;=34126.366 m

2) (uuu) v8echny vrcholové thly @, ®; a w;
®; =55°09'35.62" ®,=54°05'43.82" ®;="70°44"'42.86"

3) (sus) délku dvou stran s; a s, a tthel @; jimi sevieny
s1 =30950.490 m s, =40663.687 m ®;=49° 56'45.23"

4) (usu) délku jedné strany s; a dva thly @, a w; k ni ptilehlé
®,=61°13"15.71" ®;=159°31'05.90" s, =34082.600 m

5) (ssu) dva thly @; a @, a délku s; proti prvnimu z nich
s =40151.557m s,=29773.263 m ®; =40°17'07.88"

6) (suu) dvé strany s; a s, a thel o; proti prvni z nich
s1 =34460.797 m ®; =34°31'30.85" ®,=29°50"'05.63"

Res na nahradni kouli o poloméru 6'378'000 m. Kromé viech zbyvajicich prvki trojithelniku vypodéti i sféricky exces.

Priklad 2.1
Mame dany dvé ortodromy dvéma zptisoby:

Ortodroma 1 je dana bodem A o zemépisnych soutadnicich [, A] a azimutem o v tomto bode
Qa=-85°52'21.000" A =60°16'34.000" o, =221°24"35.000"

Ortodroma 2 je dana dvojici bodii B a C o0 znamych soufadnicich
@ =-36°35'50.000" Ag= 130°41'51.000"
@c= 61°57'12.000" Ac=-107°32'33.000"

Spocti nejprve hodnoty charakterizujici ob€ ortodromy:
» zemépisné délky prusecikli ortodromy s rovnikem
* azimut ortodromy na rovniku
* zemépisnou §itku a azimut v priseciku s nultym polednikem
» zemepisnou §irku a délku nejsevernéjsiho bodu ortodromy
 zemépisnou §itku a azimut v pruseciku s obratnikem Raka

Déle spocti zemepisné soutadnice prisecikii obou ortodrom.

Priklad 2.3
Geodetickd kiivka je dana bodem A4 a azimutem shodnym s minulym ptikladem. Spocti hodnoty charakterizujici
geodetickou kiivku:

* zemépisnou §itku a azimut v priseciku s nultym polednikem

* zemépisnou §itku nejsevernéjsiho bodu ortodromy

Res na Besselovée elipsoidu.

Priklad 2.4

Graficky znazorni pribéh meridianového M = f{(¢@), pticného N = f(@) a stfedniho R, = f{@) poloméru kiivosti pro
Besseltv elipsoid pro ¢ € <0°;90°>,

Pro bod P o soutadnicich [¢, A] znazorni pritbéh poloméru kiivosti normalového fezu R, v azimutu a € <0°;180°>.

-1-



Veéty sférické trigonometrie pro kouli

Strany a, b a ¢ sférického trojuhelniku jsou oblouky hlavnich kruznic o poloméru R a vypoctou se jako

— a
a= (0.1)

kde: a je délka oblouku o poloméru R se stfedovym thlem a@ v radianech

véta sinova:
sina sinb sinc

— === (0.2)
sina@ sinf siny
véta kosinova pro stranu:
cosa = cosh -cosé +sinb -sin é - cos (0.3)
veéta kosinova pro uhel:
cosa =—cos f-cosy +sin f-siny-cosa (0.4)
veta sinuskosinova:
sina-cosl;=cosﬂ-sin;ﬂrsinﬂ-cosy-cos& (0.5)
Neperovy analogie pro stranu:
b o
t = -tg— 0.6
8 S (0.6)
cos ——
S_p sin ;’B ~
t = tg— 0.7
T i 0.7
sin 5



Neperovy analogie pro uhel:

(0.8)

(0.9)

Pokud pieponu c, uhly « a f a dopliky stran (900—&) a (90°—5)

napiSeme k vrcholim pétithelniku v pofadi jako na sousednim obrazku,

kosinus libovolného prvku je roven soucinu sinu dvou prvkii protéjsich

soucinu kotangent dvou prvkii sousednich.

COS a-b
+
tga 'B= Azﬁ-cotgZ
2 a+b 2
cos
sin a-b
a-p 2 4
t = =-cotg —
ST T avh %)
sin
2
Neperovo pravidlo:
90°_ b 90°-7
potom plati:
nebo
a B
Naptiklad:
B

Clairautova véta:

R-cos¢-sina = R-cosg,,,, = konst.

kde:  @je zemgpisna Sifka
a je azimut v bod¢ o dané zeméepisné Sifce
Sféricky exces &:
a+f+y=180°+¢

P

8:?

kde: P je plocha sférického trojuhelniku

cosc =sin(90°—a)-sin(90° —l;) =cosa-cosb = cotga -cotg B

(0.10)

(0.11)

(0.12)



Teoretickeé i'eSeni:

a) Prvky sférického trojuhelniku na kouli
Piipad SSS (znam s, s, a 53)

§3

Piipad UUU (zndm @;, m; a ;)

S
S2
83
Piipad SUS (znam s;, s a ;)
S

S3

COS S, —COS S, - COS S,

@, = p-arccos —
sins, -sin s,

COS S, —COS S, - COS S,
@, = p-arccos

sin s, -sin s,

COS S; —COS §, * COS S,
@, = p-arccos

sin s, -sin s,

COS @, + COS @, - COS @,

s, = R -arccos - -
sin @, -sin @,

COS @, +COS @), - COS @,

s, = R-arccos - -
sin@, -sin @,

COS @, +COS @, * COS W,

s, = R-arccos - -
sin @, -sin @,

kde R je polomér ndhradni koule

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

s, = R-arccos(coss, - coss, +sins, -sins, -cos@,) (1.7)

._[ sins, -sin e,
o, = p-arcsin| ———
sin s,

._[ sins, -sin @,
o, = p-arcsin| ——
sin s,

(1.8)

(1.9)



Piipad USU (znam @;, s; a ;)

ﬁ @, = p-arccos(—cos , - cos @, +sin w, - sin @, - cos s, )

._[ sins, -sinw.
s, = R-arcsin| ———=
sin o,
A . [ sins, -sin@
A s, = R-arcsin| ——
S3 sin o,

Piipad SSU (znam s,, s, a w;)

. [ sins, -sino,
w, =p-arcsm| ————
sin s,

o, + o,
545 5
s, =2-R-arctg| | tg—/—= |-
2 cos A%
2

COS S; —COS §, * COS S,
@, = p-arccos ——
sin s, -sin s,

Piipad SUU (znam s;, @, a @y)

. [ sins, -sinw.
s,=R- arcsm[#j

sin @,

o, + o,

5+5 )] o

s, =2-R-arctg (tgl 2)- P
1 2

A A 2 cos A7

S3

COS S; —COS S, - COS S,
@; = p - arccos —
sin s, -sin s,

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)



b) Ortodroma na kouli

Jedna se o nejkratsi spojnici dvou bodti na kouli. Jde o hlavni kruznici (lezi v roviné prochazejici sttedem koule), takze
vzdy dva body ortodromy jsou navzajem stfedové soumérné, diky ¢emuz lze snadno spocitat protilehly prasecik
(u elipsoidu toto neplati). V piipadé gnomonické projekce se ortodroma zobrazi jako pfimka.

Pro vypocty s ortodromu je tfeba, abychom v jednom jejim bod¢€ znali zemépisné soufadnice ¢ a A a azimut a. Pokud
misto toho zndme dva body lezici na ortodromé, miizeme azimut pro pocatecni bod P; dopocitat podle nasledujiciho
vztahu:

Azimut v bodé P,
. cos@,-sin(A4, —
a, = arcsin L . (£-4) (2.1)
sino
kde  o=arccos(sing, -sing, +cosg, -cosp, -cos(4, - 4)) (2.2)
Pruseciky s rovnobézkou nebo polednikem je pak mozno spocitat pomoci sférické trigonometrie jako:
Dopocet Sirky @y pri znamé délce Ay (priisecik s rovnobézkou)
a,, =arccos(cos a, - cos(4,, — 4 )—sing, -sin(4,, -4 )-sing, ) (2.3)
sin, - cos
Oy = arccos_l—(p1 (2.4)
sinq,,
Dopocet délky Ay pri znamé Sivce @y (prisecik s polednikem)
. Cos@,-sina
a, = arcsin —> A SN (2.5)
cos@,,
oS % _2¢M
Ay =4 +2-arctg (2.6)
+180°— +
1g LREL TS 5 D -003(90"—(01 2¢M )

Pro urceni nejseverngj$iho bodu ortodromy pouzijeme Clairautovu vétu (rovnice (0.10)) pomoci niz miizeme urcit
zemepisnou Sitku. Zemépisnou délku poté dopocteme podle rovnic (2.5) a (2.6).
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Priisecik dvou ortodrom
Ziejmé nejsnazsi zplisob urceni priseciku dvou ortodrom je ten, Ze kazdou ortodromu prolozime rovinu ktera je urcena
dvémi body ortodromy a stfedem koule. Pfevod zemépisnych soufadnic na kartézské provedeme podle rovnic (2.7).

X, =R-cosg-cosA
¥y, =R-cos¢@-sind 2.7)

z, =R-sing

Z vypoctenych soufadnic jednotlivych bodl (ortodromu I urcuji body A a C, ortodromu 2 body B a D) uréime normalové
vektory rovin ASC a BSD (viz rovnice (2.8))

My = 1y :(yA e T Za VerZat e T Xy 20Xy Ve Ty 'xc):(xnlaynlaznl) (2.8)

1y = Tggp, :(yB "Zp T Zp VpsZpXp TXp ZpsXp Yp ~ Vs ’xD) =(xn2,yn2,zn2)
jejichz vektorovy soucin (rovnice (2.9))
s, :(yn1 “ZNy — ZN, - YNy, ZN, - XN, — XN, - ZNy, XN, * YN, — VI, -xnz) :(sl,sz,s3) (2.9)

udava smérovy vektor ptimky prochazejici hledanym prusecikem ortodrom a sttedem koule. Jeji parametricka rovnice je
tato (rovnice (2.10)):

x=0+¢-s,
y=0+¢-s, (2.10)
z=0+¢-5,
RZ
Po dosazeni parametru ¢ = [————— ziskdme pfimo kartézské soufadnice X, Y a Z priseciku této piimky a koule
ST+, +s,

které mizeme pomoci rovnic (2.11) pfevést na soufadnice zemeépisné.

Q= arcsiné
R 2.11)

A =signum/(Y)-arccos
8 ( ) R-cosg



¢) Geodetickd kiivka na elipsoidu

Geodetickd kfivka je v podstaté ortodroma (tedy nejkrat$i spojnice dvou bodil) na elipsoidu. Jeji hlavni normala je v
kazdém bod¢ totozna s normalou plochy (elipsoidu) a jeji geodeticka kfivost je rovna nule. Diky tomu plati, ze vyjdeme-li
z bodu P, na rovniku pod azimutem ¢ a pijdeme po geodetické kiivce, obecné€ se nedostaneme zpét do vychoziho bodu,
ale do bodu P," ktery lezi az 130 km zdpadn€ od bodu P,. Pfitom azimut ¢; je stile vétsi nebo mensi nez 180° a na
protilehlém priaseciku s rovnikem v bodé€ P,’ dosahuje maximalni hodnoty 180°—¢,.

Pro geodetickou kiivku na libovolné rotacni plose plati Clairautova véta:

N-cosg-sina =N -cose,,,, = konst. (3.1)
kde N je pficny polomér kiivosti (viz rovnice (4.1)).

Geodetickou ktivku na plose rotacniho je tfeba fesit pomoci nasledujicich diferencidlnich rovnic prvniho fadu:

dp cosa
Si= ds M
dA sin
f,=—"F= 3.2)
ds N-cosg
7 _da _tang-sina
bods N
kde M je meridianovy polomér k¥ivosti (viz rovnice (4.3)).
Pti pouziti vypocetni techniky je mozné je itera¢né fesit pomoci Rubte-Kuttovy metody ¢tvrtého tadu jako:
h
(DJH—] = (Dn + g(k(/ﬁ + 2k‘/’2 + 2k¢’3 + k¢4 )
h
A=A + g(kﬂl + 2k, +2k, +k; ) (3.3)
a,,=a,+ %(kal +2k, +2k, +k, )
kde /4 je konstantni hodnota iteracniho kroku
a koeficienty k. se ur¢i jako
k‘ﬂl =fi(¢”’an) kﬂ'l :f‘z( ’1’an)
h h h
k%:fl(qDﬂL kﬂ,an+— ka]j kﬂq=f2(qpn+ k%,anJr— ka]]
h h h
k,, = f, (qon +5-k¢2,an +5 kazj ki, =1 ((pn +--k, .0, +E-ka2)
k, = fi(o,+h -k, .a,+h-k,) k=1 (@ +hk,.a,+hk,)
ka] = f\3 (¢”’a")
h h
k, = +—k,,a, +—k
a, fé ((Dn 2 [ n 2 a j (3 4)
h h '
k, = +—k, ,a +—k
o fé ((Dn 2 [ n 2 a, j
ky, = f (@, +h-k, ., +hk,)



Geodetickd kiivka se krokem /4 rozde€li na jednotlivé tuseky v nichz se postupné z vychozich hodnot ¢, 4, a ¢, urci
koncové hodnoty @,:;, A,+; a a,+; které se pro dalsi usek stanou hodnotami vychozimi. Koeficienty kg_ predstavuji

derivace rovnic (3.2) na pocatku, 2 X ve stiedu a na konci integra¢niho kroku 4.

Protoze neni mozné urcit pred feSenim spravnou hodnotu kroku %, vypocet se nekolikrat opakuje. Pti prvnim vypoctu si
hodnotu kroku % zvolime libovolné a pii dalSich vypoctech pouzijeme polovinu hodnoty kroku z piedchoziho vypoctu.
Toto se opakuje do té doby, dokud dosazeny vysledek nema pozadovanou piesnost.



d) Poloméry k¥ivosti na elipsoidu

Normalou k elipsoidu v bod€ P je mozné prolozit nekone¢né mnoho rovin které jsou kolmé na tecnou rovinu k elipsoidu
v bodé¢ P. Tyto roviny protinaji elipsoid v normalovych (vertikdlnich) fezech a dosahuji dvou extrémnich hodnot
oznacovanych jako:

Meridianovy polomér kiivosti M (polomér kiivosti v poledniku (merididnu)). Maximalni polomér kiivosti, urci se podle
vzorce

_ a(l—ez) a(l—ez)
M = )% o (4.1)

(l—e2 -sin’ @

kde:  a je hlavni poloosa elipsoidu
¢’ je prvni excentricita elipsoidu
@ je zemépisna §itka bodu, pro ktery M urujeme

W je prvni geodeticka funkce W =4/1—e” -sin’ ¢ (4.2)

Pii¢ny polomér kiivosti N (polomér kiivosti v roviné kolmé na polednik). Minimalni polomér kiivosti, urci se podle
vzorce
a

a
N = =— (4.3)

1

(l—e2 -sin’ (p)é W
Pomoci téchto hlavnich poloméri kiivosti miizeme dale urcit:
Stredni polomér kiivosti R,
NP N

ANl AN _MN (4.4)

" 1-ée’-sin’ @ w?
Polomér kiivosti normadlového rezu v libovolném azimutu R,

2 =2
RL _ co;/[a N sn;va @5)

a

Polomér rovnobéZky r

r=N-cos@ (4.6)
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Piehled vysledkii:

a) Prvky sférického trojuhelniku na kouli

Si S2 S3 Q] [Q)) 3 €
SSS 65°55'39.96"|46° 21' 34.18"|67° 42'47.97"| 0° 00' 02.11"
uuu |31 204,287 m |30 795,429 m |35 892,567 m 0°00'02.30"
sus 31 490,725 m |48° 47' 25.87"|81° 15' 51.35" 0° 00' 02.44"
usu 34 755,746 m |34 173,142 m |59° 15' 40.98" 0° 00' 02.59"
ssu 57 947,555 m 28°39'02.23"111°03'52.72" 0° 00' 02.83"
suu 30 249,193 m| 54 815,188 m 115° 38'25.90" 0° 00' 02.38"

b) Ortodroma na kouli

Ortodroma 1

Prusecik s rovnikem

(P:
A=
o=

0° 00' 00.00"
-78°23'16.69"
357°16'16.46"

Prisecik s nultym polednikem

-87°12'51.52"
0° 00" 00.00"

281° 35' 55.25"

(P:
A=
o=

Nejsevernéjsi bod
87° 16' 16.46"
-168° 23'16.68"
90° 00' 00.00"

(P:
A=
o=

Priisecik s obratnikem Raka
23°30'00.00"
-79° 34'31.63"

357°01'27.24"

(P:
A=
a:

Prisecik ortodrom
57° 42' 28.46"
-82°42'47.29"

(p:
;\’:

Ortodroma 2

0° 00' 00.00"
153°42'56.31"
27°46'11.11"

-40° 03' 46.29"
0° 00' 00.00"
142° 29'56.32"

62°13'48.89"
-116° 17' 03.69"
90° 00" 00.00"

23°30'00.00"
166° 57' 04.80"
30° 32' 04.38"
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¢) Geodetickd kiivka na elipsoidu

Prisecik s rovnikem

¢= 0° 00' 00.00"
A= -78°22'25.00"
o= 357° 15'43.66"

Priisecik s nultym polednikem

Q= -87°12'51.62"

A= 0° 00' 00.00"

o= 281°35'55.25"
Nejsevernéjsi bod

Q= 87°16'16.56"

A= -168°23'16.69"

o= 270° 00' 00.00"

Kontrola nypoctu podle Clairautovy véty (viz rovnice 3.1)
Bod A =-304627.233953647900
Prisecik s rovnikem =-304627.233953840680
Prtsecik s nultym polednikem =-304627.233954211760
Nejseverngjsi bod =-304627.233954732830

vSechny hodnoty se shoduji na 11 platnych cifer
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d) Poloméry k¥ivosti na elipsoidu

d.1) Pribeh meridianového M, pricného N a stiedniho R,, poloméru krivosti

Polomer [km ]

6410

6400

6390

6380

6370

6360

6350

6340

6330

¢ [°] M [m] N [rm] R [m]
0 6 334 832,033 6377 397,155 6356 078,963
5 6335313,821 6 377 558,826 6356 401,228
10 6 336 744,907 6 378 039,000 6 357 358,425
15 6 339 082,846 6 378 823,295 6 358 922,025
20 6342 258,191 6 379 888,201 6361 045,370
25 6346 176,415 6 381 201,754 6 363 664,988
30 6 350 720,552 6 382 724,463 6 366 702,398
35 6 355 754,497 6384 410,455 6 370 066,363
40 6361 126,906 6 386 208,826 6 373 655,528
45 6 366 675,601 6 388 065,144 6377 361,405
50 6372 232,367 6 389 923,082 6 381 071,594
55 6377 628,016 6 391 726,116 6384 673,175
60 6 382 697,568 6393 419,253 6 388 056,161
65 6 387 285,384 6 394 950,727 6391 116,906
70 6 391 250,091 6396 273,609 6393 761,356
75 6394 469,114 6 397 347,280 6 395 908,035
80 6396 842,661 6 398 138,720 6 397 490,657
85 6 398 296,988 6 398 623,557 6398 460,271
90 6 398 786,848 6 398 786,848 6 398 786,848

20

30 40

o [°]

50 60
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d.2) Priitbeh poloméru krivosti normdlového Fezu R,

Poznamka: protoze bod P nebyl v Ciselném zadani uveden, pouzil jsem jako jeho soufadnice soutfadnice bodu A4 z Casti
zadani tykajici se vypoctu ortodromy na kouli.

Bod P a [°] R, [m]
o= -85°52'21,00" 0 6 398 452,756
A= 60° 16' 34,00" 10 6398 459,472
M= 6398452,756 m 20 6398 478,809
N= 6398 675,482 m 30 6 398 508,436
R= 6398564,118 m 40 6 398 544,779

50 6 398 583,455
60 6398 619,799
70 6 398 649,427
80 6 398 668,766
90 6398 675,482
100 6 398 668,766
110 6 398 649,427
120 6398 619,799
130 6 398 583,455
140 6 398 544,779
150 6 398 508,436
160 6398 478,809
170 6398 459472
180 6 398 452,756

6398,70

6398,68 -

6398,65 -

6398,63

6398,60 -

6398,58 -

6398,55 -

Polomeér [km ]

6398,53

6398,50 -

6398,48 -

6398,45 A

6398,43

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
o [?]
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Zaver:
Vsechny vypocty byly provedeny v programu Matlab a kontroln€ i v programu Elipsoid od Petra Veselého. VSechny
provedené kontroly byly ispesné splnény, takze vypoctené vysledky povazuji za spravné.

Exapolis, dne 31.3.2003
Zdenék Nejedly

eAoneh, ?'w;,«p;d,ﬁ’
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