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          1. Úvod

     V této práci se budeme zabývat problémem tří těles, která na sebe vzájemně gravitačně působí. Našim úkolem je stanovit jejich pohyb. Uvedeme také program, který dráhy těles kreslí na obrazovku počítače. 

           2. Problém tří těles

     Budeme se opírat o klasickou Newtonovu teorii gravitace, kdy velikost sil, jimiž na sebe tělesa působí, závisí na jejich okamžitých polohách a samozřejmě na jejich hmotnostech, tj. předpokládáme nekonečnou rychlost gravitačního působení. Podle Einsteinovy obecné teorie relativity se sice gravitační vlny šíří rychlostí světla, ale to by problém tří těles značně zkomplikovalo. 

     Pokud na sebe působí jen dvě tělesa, lze jejich dráhy přímo určit vzorcem. Avšak  stanovit nějaký vzorec popisující dráhy tří těles se nám podaří jen v několika málo speciálních případech. Francouzský matematik Henri Poincaré ukázal, že řešení obecného problému tří těles nelze vyjádřit explicitně pomocí známých elementárních funkcí. Proto se problém tří těles řeší většinou numericky (tj. přibližně). My k tomu využijeme Runge-Kuttovu metodu 4. řádu, kterou níže popíšeme. 

2.1 Jednorozměrný případ

     Než si nastíníme, jak lze odvodit rovnice pro tři tělesa, budeme nejprve řešit jednorozměrný případ z obrázku 1.
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obrázek 1
     Nechť r1 < r2 jsou souřadnice 2 hmotných bodů o hmotnostech m1 a m2. Jejich vzájemné působení vyvolá opačně orientované síly 
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,  pro  něž platí Newtonův gravitační zákon
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kde 
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 … gravitační konstanta

     Newton také dokázal, že tyto síly zůstanou stejné, nahradíme – li hmotné body koulemi, které mají v každém bodě stejnou hustotu. Budeme – li mluvit o tělesu, budeme tím rozumět takovou homogenní kouli nebo hmotný bod.

     Předpokládejme, že na tělesa nepůsobí žádné jiné síly než gravitační síly 
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. Polohy ri, i = 1, 2, jsou pak funkcí času t, což budeme zapisovat: ri = ri(t). Rychlost i – tého tělesa je r´i = r´i(t), kde čárka označuje derivaci. Jeho zrychlení v čase t je r´´i(t). 

     Podle dalšího Newtonova zákona – druhého pohybového zákona (tzv. zákona síly) – je síla přímo úměrná zrychlení a platí

                                       F12(t) = m1r1´´(t),  F12(t) = m2r2´´(t)                                                   (2)

Pro stručnost nebudeme závislost na t v dalším textu vyznačovat. 

Z (1) a (2) dostaneme

                                       r1´´ = 
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Označíme – li r = r1 – r2, pak sečtením (2) a (3) dostaneme pro r rovnici

                                       r´´ = -
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Aby řešení bylo jediné na „vhodném“ intervalu, stačí předepsat hodnoty r a r´ v nějakém časovém okamžiku, například pro t = 0.

2.2 Dvojrozměrný případ

     Dále se budeme zabývat dvojrozměrným případem (trojrozměrný by se vyšetřoval analogicky). Síla bude nyní vektor o dvou složkách. 
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obrázek 2
     Uvažujeme 3 tělesa o hmotnostech m1, m2, m3. Jejich polohu v souřadnicovém systému  (x, y) bude charakterizovat průvodič 
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(t), i 
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 {1, 2, 3}, který se též nazývá rádiusvektor – viz obr. 2.

     Položme 
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 {1, 2, 3}, i ( j                                                                       (5)

a nechť rij značí délku vektoru 
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. Absolutní velikost síly, například mezi prvním a druhým tělesem, je 
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Síla 
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 působí ve směru jednotkového vektoru 
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Celková síla, která působí na první těleso, je
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Odtud a ze zákona síly dostaneme pro zrychlení prvního tělesa rovnici
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a pro všechna tři tělesa získáme soustavu tří vektorových  rovnic pro neznámé 
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pro všechna i, j, k taková, že {i, j, k} = {1, 2, 3} a j < k. Tyto rovnice jsou vzájemně provázány, jak plyne z (5). Protože 
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 jsou vektory o dvou složkách, je v (10) vlastně 6 neznámých funkcí času. Soustava (10) ale nemá jednoznačné řešení. Proto v čase t = 0 zadáme ještě počáteční rychlosti 
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všech 3 těles a jejich počáteční polohy 
[image: image50.wmf]i

p

uur

. Jinými slovy, přidáváme tzv. počáteční podmínky: 
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     pro i = 1, 2, 3,                                       (11)

které samozřejmě mají vliv na výsledný pohyb těles. Z teorie diferenciálních rovnic je známo, že řešení problému (10) –(11) existuje jednoznačně na tak dlouhém časovém intervalu, kde všechny tři vzdálenosti jsou nenulové, tj. kde rij > 0 pro i < j. Jak jsme konstatovali v úvodu, bohužel nejsou obecně  známy vzorce pro stanovení 
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(t), i = 1, 2, 3, které by řešily soustavu (10) s počátečními podmínkami (11). Naproti tomu počítat řešení problému tří nebo i více těles numericky nepředstavuje v dnešní době  žádný problém. Pro numerické řešení soustav diferenciálních rovnic totiž existuje řada vysoce účinných metod, které lze snadno naprogramovat i na běžných osobních počítačích. 

2.3 Zdrojový kód programu Gravity

     Zde uvádíme jednoduchou verzi programu Gravity napsaného v programu Matlab. Program řeší problém (10) – (11) numericky Runge – Kuttovou metodou 4. řádu. Vztahy definující tuto metodu uvádíme v programu i v dalším odstavci. Její přesnost podstatně závisí na integračním kroku h. Čím je h menší, tím je metoda přesnější. Ale pozor, pro velmi malý integrační se praktická přesnost Runge – Kuttovy metody zase zhoršuje, neboť převládnou zaokrouhlovací chyby.

     Aby program nebyl příliš dlouhý, není „ošetřen“ proti nevhodným vstupním údajům.  Například, je – li nějaké rij  (viz jmenovatel ve vztahu (10)) nulové nebo téměř nulové v nějakém čase, Runge – Kuttova metoda přestává dávat realistické výsledky. Pro jednoduchost je program sestaven navíc tak, že 
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( 0 nezávisle na čase. Tím se nám zredukuje počet neznámých v (10), program se zkrátí.  Řešení 
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( 0 lze například dostat tak, že hmotnosti m2 a m3 jsou zanedbatelné vůči m1 (dvě planety a Slunce). 

     Vstupní data uvedená na začátku programu umožňují simulovat vliv těžké planety obíhající Slunce na dráhu komety, jejíž dráha nebude přesně eliptická – viz obr. 3.






obrázek 3
Simulace: m1 = 1 050, m2 = 4, m3 = 0, 
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= (150; 0), 
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= (400; -60), 
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     Do programu jsme zařadili ve formě poznámky různé možnosti volby vstupních parametrů.

     Hlavní program:

%problem tri teles reseny Runge-Kuttovou metodou 4. radu

clear

clc

cyklus = 0;

hold on;

axis([-640 640 -350 350]); 

axis equal;

%vstupni podminky:

m1=1050; m2=4; p2x=150; p2y=0; v2x=0; v2y=2.5; m3=0; p3x=400; p3y=-60; v3x=-1; v3y=-0.3; %puvodní PROG

%m1=2000; m2=0; p2x=80; p2y=0; v2x=0; v2y=-5; m3=0; p3x=-80; p3y=0; v3x=0; v3y=5*1.414;  %kruhová a parabolická dráha

%m1=1000; m2=0; p2x=250; p2y=0; v2x=0; v2y=-1; m3=0; p3x=1000; p3y=50; v3x=-5; v3y=0;    %eliptická a hyperbolická dráha

%m1=0; m2=800; p2x=-30; p2y=0; v2x=0; v2y=1; m3=800; p3x=370; p3y=0; v3x=0; v3y=-1;      %spec. dve telesa (a)

%m1=1000; m2=10; p2x=92; p2y=0; v2x=0; v2y=3/2; m3=10; p3x=150; p3y=0; v3x=0; v3y=2.5;   %vzájemný graviteční vliv dvou velkých planet

%m1=1000; m2=324; p2x=200; p2y=0; v2x=0; v2y=2; m3=4; p3x=216; p3y=0; v3x=0; v3y=7;      %obeh dvojplanety kolem Slunce

%m1=; m2=; p2x=; p2y=; v2x=; v2y=; m3=; p3x=; p3y=; v3x=; v3y=;%

y=[

    p2x

    v2x

    p2y

    v2y

    p3x

    v3x

    p3y

    v3y

];

%volba kroku

h=0.9;

h2=h/2;

h6=h/6;

r1x=0;

r1y=0;

scale = 1.3456;

j1 = 149;

i1 = 175;

if(m1 > 0)

    circle(j1,i1,9)

end

for q=1:1e5

cyklus = cyklus + 1;

if(cyklus == 50)

    pause;

    cyklus = 0;

end

jj2 = j1 + round(y(1));

ii2 = i1 - round(y(3)/scale);

jj3 = j1 + round(y(5));

ii3 = i1 - round(y(7)/scale);

j2 = j1 + round(y(1));

i2 = i1 - round(y(3)/scale);

j3 = j1 + round(y(5));

i3 = i1 - round(y(7)/scale);

planet(j2,i2,'c');

planet(jj2,ii2,'k');

if(y(2) > 0)

    plot(jj2,ii2,'b');

else

    plot(jj2+1,ii2,'b');

end

jj2 = j2;

ii2 = i2;

jj3 = j3;

ii3 = i3;

%metoda Runge-Kutta

n=8;

for i=1:n

     k1(i) = f(i,y,m1,m2,m3);

      z(i) = y(i)+h2*k1(i);

     k2(i) = f(i,y,m1,m2,m3);

      z(i) = y(i)+h2*k2(i);

     k3(i) = f(i,y,m1,m2,m3);

      z(i) = y(i)+h*k3(i);

     k4(i) = f(i,y,m1,m2,m3);

 end

 for i=1:n

     y(i) = y(i)+h6*(k1(i)+2*k2(i)+2*k3(i)+k4(i));

 end    

end

     Funkce „circle”:

function circle(x,y,r)

t=0:0.1:2*pi+0.1;

x1=r*cos(t);

y1=r*sin(t);

fill(x1+x,y1+y,'r')

     Funkce „d”:
function d=d(x,y)

d=(x^2+y^2)*((x^2+y^2)^0.5);

return

     Funkce „f”:
function f=f(i,y,m1,m2,m3)

if i==1

    f=y(2);

elseif i==2

    f=-m1*y(1)/d(y(1),y(3))+m3*(y(5)-y(1))/d(y(5)-y(1),y(7)-y(3));

elseif i==3

    f=y(4);

elseif i==4

    f=-m1*y(3)/d(y(1),y(3))+m3*(y(7)-y(3))/d(y(5)-y(1),y(7)-y(3));

elseif i==5

    f=y(6);

elseif i==6

    f=-m1*y(5)/d(y(5),y(7))+m2*(y(1)-y(5))/d(y(5)-y(1),y(7)-y(3));

elseif i==7

    f=y(8);

elseif i==8

    f=-m1*y(7)/d(y(5),y(7))+m2*(y(3)-y(7))/d(y(5)-y(1),y(7)-y(3));

end

     Funkce „planet”:
function planet(j,i,b)

plot([i,i+1],[j,j+1],b)

          3. Runge – Kuttova metoda

     Runge – Kuttova metoda patří mezi metody jednokrokové. Definuje hodnotu řešení yn+1 v bodě xn+1 = xn + hn (dále uvažujeme hn = h) pomocí hodnoty yn a jistého přírůstku funkce. Tento přírůstek je kromě optimalizované metody ve tvaru váženého průměru k hodnotám funkce f(xi, yi). Body (xi, yi) se vybírají z okolí bodu (xn, yn). Výpočtové vzorce se odvozují pomocí Taylorovy řady funkce f(x, y). 

 
y(x0+h) – y(x0) 
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     Runge – Kuttova metoda 1. řádu (též Euelerova metoda):


y(x0+h) 
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 y(x0) + p1k1(h)  


 p1 = 1
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 y(x0) + h·f(x0,y0)

 
y0 = y(x0)

 
y1 = y0 + h·f(x0,y0)
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yn = yn–1 + h·f(xn–1,yn–1)

     Runge – Kuttova metoda 2. řádu:


y(x0+h) 
[image: image69.wmf]B

 y(x0) + p1k1(h) + p2k2(h) 


 p1 = p2 = ½, a1 = b1 = 1

 

k1 = h·f(x0,y0)

 

k2 = h·f(x0+h,y0+k1)

 
y(x0+h) = y0 + ½(k1+k2) = ½[y0 + h·f(x0,y0) + y0 + h·f(x0+h,y0+ h·f(x0,y0))]

 
y(xn) 
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y(xn-1) + h/2(f(xn-1,yn-1) + f(xn,yn) + h·f(xn-1,yn-1))

     Runge – Kuttova metoda 3. řádu:

Runge – Kuttova metoda 3. řádu nepřináší příliš velké zpřesnění výsledku a proto se  nepoužívá

     Runge – Kuttova metoda 4. řádu (Standardní metoda):

 
yn+1 
[image: image71.wmf]B

 yn + (k1+ 2k2 + 2k3 + k4)/6
 
kde:  h … konstantní hodnota iteračního kroku

 
        koeficienty ki se určí: 

 

        k1 = h·f(xn, yn)

 

        k2 = h·f(xn + h/2, yn + k1/2)

 

        k3 = h·f(xn + h/2, yn + k2/2)

 

        k4 = h·f(xn + h, yn + k3)

     Protože není možné určit před řešením správnou hodnotu kroku h, výpočet se několikrát opakuje. Při prvním výpočtu si hodnotu kroku h zvolíme libovolně a při dalších výpočtech použijeme polovinu hodnoty kroku z předchozího výpočtu. Toto se opakuje do té doby, dokud dosažený výsledek nemá požadovanou přesnost.

          4. Použitá literatura:

RNDr. Michal Křížek: O problému tří těles (Matematicko–fyzikální rozhledy  3/1992)
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